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11. INTRODUCCIÓN 
 
El Modelo Cosmológico Estándar se construye a partir del 
Principio Cosmológico, según el cual, el Universo es isótropo 
y homogéneo. Pero los resultados obtenidos por las misiones 
COBE, WMAP y Planck sobre el estudio de la Radiación 
Cósmica de Fondo (CMB, por sus siglas en inglés) sugieren 
que el Universo presenta ligeras anisotropías que no son 
explicadas a partir del modelo isótropo y homogéneo basado 
en la métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker 
(FLRW) (Akarsu et al., 2010). Para hallar soluciones a este 
problema abierto de la Cosmología, se plantean universos 
más generales que relajen sus condiciones de simetría e 
incluyan la anisotropía como una característica intrínseca de 
su geometría espacial. 
 
Ante este escenario de incompatibilidad entre el modelo y las 
observaciones, los modelos Bianchi, los cuales son modelos 
cosmológicos homogéneos y anisótropos, se han planteado 
como alternativas para resolver estas anomalías. Además, la 
comprensión de las anisotropías permite describir el 
mecanismo que produjo el Big Bang y explicar las ligeras 
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fluctuaciones de temperatura de la CMB (Menezes et al., 
2013). 
 
Particularmente, los modelos Bianchi tipo I son analizados 
porque contienen al Modelo Estándar FLRW con geometría 
espacial plana (Russell et al., 2014; Saha, 2005) y por su gran 
importancia para la descripción de las etapas iniciales del 
Universo (Chawla et al., 2013). Un resultado que se ha 
hallado con los modelos Bianchi tipo I es que la evolución 
del universo tiende a isotropizarlo a pesar de la presencia de 
anisotropías en etapas tempranas (Pradhan et al., 2015). 
 
La anisotropía en este tipo de modelos es tratada al introducir 
varios factores de escala temporales en la métrica. Cabe 
recordar que en el Modelo Cosmológico Estándar se tiene un 
solo factor de escala que determina la evolución temporal del 
universo. De esta forma, en coordenadas cartesianas y como 
se muestra en (Kandalkar et al., 2009; Pradhan et al., 2015), 
el modelo Bianchi I tienen una métrica de la forma que se 
muestra en la Ecuación (1) 
 
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡⨂𝑑𝑡 − 𝑎2(𝑡)𝑑𝑥⨂𝑑𝑥 − 𝑏2(𝑡)𝑑𝑦⨂𝑑𝑦 − 𝑐2(𝑡)𝑑𝑧⨂𝑑𝑧   (1) 
 
donde a(t), b(t), c(t) son factores de escala que no 
necesariamente son iguales. Se puede notar que se introduce 
un factor diferente en cada coordenada cartesiana, lo que 
permite que la evolución en las escalas en los ejes cartesianos 
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sea independiente entre sí y por lo tanto, espacialmente, se 
pierda la simetría esférica, lo que se espera en un modelo 
anisótropo en el cual las direcciones no son equivalentes 
entre sí, al menos, en principio. 
Como se muestra en (López et al., 2016), a partir de una 
transformación de coordenadas del tipo indicado en la 
Ecuación (2),  
𝑥 = 𝑟′𝑎(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙  
𝑦 = 𝑟′𝑏(𝑡)𝑠𝑖𝑛𝜃𝑠𝑖𝑛𝜙                               (2) 
𝑧 = 𝑟′𝑐(𝑡)𝑐𝑜𝑠𝜙 
                
con r’ ≥ 0 la distancia comóvil, 0 ≤ θ ≤ 2π y 0 ≤ φ ≤π, y si se 
considera el caso axisimétrico a(t) = b(t), la métrica en la 
Ecuación (1), en las nuevas coordenadas, es la indicada en el 
Ecuación (3): 
 
𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡⨂ 𝑑𝑡 − (𝑎2sin2𝜙 + 𝑐2 cos2 𝜙 )𝑑𝑟′⨂𝑑𝑟′
− 𝑟′2𝑎2 sin2 𝜙 𝑑𝜃⨂𝑑𝜃
− 𝑟′2(𝑐2sin2𝜙 + 𝑎2 cos2 𝜙 )𝑑𝜙⨂𝑑𝜙
− 2𝑟′(𝑎2 − 𝑐2)𝑠𝑖𝑛𝜙𝑐𝑜𝑠𝜙𝑑𝑟′⨂𝑑𝜙         (3) 
 
Para este caso, considerando un fluido ideal en reposo como 
fuente de campo gravitatorio con presión p y densidad de 
materia- energía 𝜌 y, además, con constante cosmológica Λ 
no nula, las ecuaciones de campo son las indicadas en las 
Ecuaciones (4), (5) y (6):  
 
𝑎2𝑐Λ + c?̇?2 + 2𝑎?̇?𝑐̇
𝑎2𝑐
= 𝑘𝜌                            (4) 
                                                                                               
𝑐3?̇?2 − 𝑎3?̇??̇? − 𝑎4?̈? − (𝑎4c − a2c3)Λ − (a3c − 2ac3)?̈?
𝑎2𝑐
= 𝑘𝑝(𝑎2 − 𝑐2) 
               (5) 
𝑎2𝑐Λ + ac?̈? + 𝑎?̇??̇? + 𝑎2?̈?
𝑐
= −𝑘𝑝𝑎2                  (6) 
                
que son las correspondientes a las ecuaciones de Friedmann 
en el caso axisimétrico que se plantea. 𝑘 es una constante que 
se obtiene del límite newtoniano. 
Además, de la ley de conservación ∇µTµν = 0, donde Tµν es el 
tensor energía-momento del fluido ideal, en la Ecuación (7) 
se tiene que 
?̇? + (𝑝 + 𝜌) (2 
?̇?
𝑎
+
 ?̇? 
𝑐
) = 0                    (7) 
       
Se considera un fluido ideal en reposo como fuente de 
materia pues estamos interesados en conocer el 
comportamiento del redshift cosmológico en un universo 
anisótropo y no en el efecto de las fuentes anisótropas sobre 
este parámetro, es decir, estamos interesados en conocer si en 
un universo anisótropo con fuentes de materia isótropas el 
redshift cosmológico varía su comportamiento respecto al 
universo isótropo con la misma fuente materia. 
 
En este trabajo se realiza un análisis cualitativo del 
comportamiento del redshift cosmológico en un universo 
Bianchi tipo I axisimétrico empleando la métrica en la 
Ecuación (3). Se estudian tres casos particulares: vacío con 
constante cosmológica no nula, época de dominio de polvo y 
época de dominio de radiación, estos dos últimos casos con 
constante cosmológica nula. 
2. METODOLOGÍA 
 
En esta sección se determina una expresión general para el 
redshift cosmológico en un universo Bianchi I a partir de la 
métrica en la Ecuación (3). A partir de esta expresión se 
realiza el análisis cualitativo en casos particulares. 
 
2.1 Redshift Cosmológico Anisótropo 
 
Dado que la métrica en la Ecuación (3) se encuentra en 
coordenadas esféricas, es posible hacer cortes angulares en la 
variedad. 
Considerando superficies con φ = φ0 y θ = θ0 (φ0 y θ0 
constantes) en la Ecuación (8) se tiene la métrica inducida en 
dichas superficies:  
 
𝑑𝑠𝜙0,𝜃0
2 = 𝑑𝑡⨂ 𝑑𝑡 − (𝑎2sin2𝜙0 + 𝑐
2 cos2 𝜙0 )𝑑𝑟
′⨂𝑑𝑟′    (8) 
 
En este caso, considerando el movimiento radial de un haz de 
luz emitido en un tiempo t1 en la posición r’ = R y observado 
en un tiempo t0 en la posición r’ = 0, como se muestra en la 
Ecuación (9), se tiene que   
 
∫
𝑑𝑡
√𝑎2sin2𝜙0 + 𝑐2 cos2 𝜙0
𝑡0
𝑡1
= ∫ 𝑑𝑟′
0
𝑅
               (9) 
             
Por otro lado, como se indica en la Ecuación (10), la 
siguiente cresta de la onda asociada a la radiación llegará a la 
posición r’ = R en un tiempo t1 +λ1, donde λ1 es la longitud 
de onda durante la emisión y mientras que será observada en 
la posición r’ = 0 en un tiempo t0 +λ0 donde λ0 es la longitud 
de onda que se observa, es decir, 
 
∫
𝑑𝑡
√𝑎2sin2𝜙0 + 𝑐2 cos2 𝜙0
𝑡0+𝜆0
𝑡1+𝜆1
= ∫ 𝑑𝑟′
0
𝑅
         (10) 
              
Por lo tanto, igualando las Ecuaciones (9) y (10) se tiene el 
resultado mostrado en la Ecuación (11): 
 
∫
𝑑𝑡
√𝑎2sin2𝜙0 + 𝑐2 cos2 𝜙0
𝑡0
𝑡1
= ∫
𝑑𝑡
√𝑎2sin2𝜙0 + 𝑐2 cos2 𝜙0
𝑡0+𝜆0
𝑡1+𝜆1
 
             (11) 
 
Después de un cambio en los límites de integración en la 
Ecuación (11) se tiene la Ecuación (12) que se muestra a 
continuación:  
 
∫
𝑑𝑡
√𝑎0
2sin2𝜙0 + 𝑐0
2 cos2 𝜙0
𝑡0+𝜆0
𝑡0
= ∫
𝑑𝑡
√𝑎1
2sin2𝜙0 + 𝑐1
2 cos2 𝜙0
𝑡1+𝜆1
𝑡1
 
            (12) 
 
donde los subíndices 0 y 1 en los factores de escala 
representan el valor de los mismos en el tiempo de 
observación y en el tiempo de emisión, respectivamente. 
Considerando que a0 y c0 son constantes entre t0 y t0 + λ0, y a1 
y c1 lo son entre t1 y t1 +λ1, entonces a partir de la Ecuación 
(12) se tiene la Ecuación (13) 
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𝜆0
√𝑎0
2sin2𝜙0 + 𝑐0
2 cos2 𝜙0
=
𝜆1
√𝑎1
2sin2𝜙0 + 𝑐1
2 cos2 𝜙0
   (13) 
              
Con esto, dado que se conoce la relación expuesta en la 
Ecuación (14): 
𝑧 + 1 =
𝜆0
𝜆1
                                     (14) 
             
se tiene que el redshift cosmológico en el modelo propuesto 
está dado por la Ecuación (15) 
 
1 + 𝑧 =
√𝑎0
2sin2𝜙0 + 𝑐0
2 cos2 𝜙0
√𝑎1
2sin2𝜙0 + 𝑐1
2 cos2 𝜙0
                   (15) 
             
para el universo anisótropo descrito por la Ecuación (3). Por 
notación, sea el parámetro definido en la Ecuación (16): 
𝐴0 = √𝑎0
2sin2𝜙0 + 𝑐0
2 cos2 𝜙0                          (16) 
 
 que depende de los valores actuales de los factores de escala, 
se tiene que el redshift cosmológico está dado por la 
Ecuación (17): 
 
1 + 𝑧
𝐴0
=
1
√𝑎1
2sin2𝜙0 + 𝑐1
2 cos2 𝜙0
                (17) 
 
Se puede notar que el redshift cosmológico tiene dependencia 
angular con respecto al ángulo φ, lo cual no ocurre en el 
modelo isótropo, en donde se tiene que  1 + 𝑧 = 𝑎0/𝑎1. En la 
siguiente sección se usa la Ecuación (17) del redshift 
cosmológico normalizado respecto a los valores actuales de 
A0 para describir su evolución en casos particulares. 
 
3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 
 
En esta sección se realiza un análisis cualitativo del redshift 
cosmológico a partir de la Ecuación (17). Se analizan tres 
casos particulares para poder discutir las diferencias halladas 
con el comportamiento de acuerdo al modelo isótropo y 
homogéneo. 
 
 
3.1. Universo Vacío Con Constante Cosmológica 
 
En el vacío se tiene que Tµν = 0. Como se muestra en (López 
et al., 2016), las ecuaciones de campo en el vacío con Λ≠0 se 
resuelven cuando los factores de escala son los mostrados en 
la Ecuación (18): 
 
𝑎(𝑡) = 𝐾𝑎𝑒
𝛼𝑡        𝑐(𝑡) = 𝐾𝑐𝑒
𝛼𝑡                    (18) 
 
con Ka y Kc constantes. Además, se cumple que el parámetro 
𝛼 = √−Λ/3 corresponde al parámetro de Hubble (para la 
solución de vacío). 
 
Para este análisis cualitativo se considera el parámetro de 
Hubble como α = 1, muy diferente al valor que tendría si 
tomamos el valor que se ha estimado de Λ = 10−122 en 
unidades naturales para la constante cosmológica (Barrow et 
al, 2011), esto debido a que estamos interesados en un 
análisis cualitativo por el momento. Por otro lado, se 
considera Ka = 1 tomando la misma normalización que se 
acostumbra para el modelo estándar, es decir, si t=0 entonces 
a=1. En la Figura 1, se muestra la evolución temporal del 
redshift cosmológico en un universo Bianchi I axisimétrico 
vacío con Λ≠0 para distintos valores de φ0 y Kc = 0.5 fijo. 
 
Se puede notar de la Ecuación (17) que si Ka = Kc, la 
evolución temporal no depende del ángulo φ0 pero, en el caso 
axisimétrico, donde Kc no es necesariamente igual a Ka, se 
puede evidenciar que la evolución es diferente para cada 
plano φ = φ0, siendo simétrica para φ = −φ0.  
 
 
 
Figura 1. Evolución temporal del redshift cosmológico para la 
solución de vacío con α= 1, Ka = 1, Kc = 0.5 y distintos valores para 
φ0. Para t=0, se tiene un valor finito. 
 
 
Figura 2. Evolución temporal del redshift cosmológico para la 
solución de vacío con α= 1, Ka = 1, φ0=π/3 y distintos valores para 
Kc. Para t=0, se tiene un valor finito. 
 
En la Figura 2, se muestra dicha evolución, pero para 
distintos valores de Kc y φ0 = π/3 fijo. Con línea negra 
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continua se señala el caso isótropo y homogéneo FLRW. En 
este caso se encuentra que el redshift cosmológico es mayor 
que en el caso FLRW (Ka=Kc=1) siempre que Kc < 1 cuando 
Ka = 1, al menos en etapas iniciales del universo. Si Kc > 1 
cuando Ka = 1, el redshift cosmológico es menor que en el 
universo isótropo, del mismo modo, al menos en etapas 
tempranas. Cuanto t=0, se tiene un valor finito diferente para 
cada caso. 
 
En ambos casos, tanto variando φ0 como Kc, se tiene que 
mientras evoluciona el universo, el redshift cosmológico 
tiende a un mismo valor en los distintos casos, es decir, 
tiende al mismo comportamiento del universo isótropo. 
Además, si Λ = 0, el redshift toma un valor constante en cada 
caso y no hay proceso de isotropización. 
 
Con estos resultados se hace evidente que en un universo 
anisótropo vacío, la caracterización del redshift cosmológico 
permite establecer la constante de proporcionalidad entre los 
factores de escala y además, es posible enunciar que la 
constante cosmológica es fundamental en la evolución del 
universo vacío. 
 
3.2. Época De Dominio Del Polvo 
 
Si se considera que el universo está dominado por polvo, es 
decir, partículas no interactuantes, se tiene que p=0 y con esta 
ecuación de estado es posible plantear las ecuaciones de 
campo correspondiente para esta etapa del universo 
dominada por este fluido. Considerando Λ = 0 (a pesar de 
contar con un valor estimado para la constante cosmológica 
(Barrow et al, 2011)), es decir, analizando únicamente la 
contribución del polvo mas no de otras fuentes en la 
evolución del universo, como se muestra en (López et al., 
2016), se puede verificar que una propuesta del tipo que se 
indica en la Ecuación (19) 
 
𝑎(𝑡) = 𝐾𝑎𝑡
2/3       𝑐(𝑡) = 𝐾𝑐𝑡
2/3                   (19) 
 
donde Ka y Kc son constantes, satisface las ecuaciones de 
campo y, adicionalmente, por la ley de conservación, se tiene 
que la densidad de materia-energía decae como en la 
Ecuación (20): 
𝜌(𝑡) =
4
3𝜅
𝑡−2                                  (20) 
 
Considerando Ka = 1 (sólo por motivos de comportamiento 
cualitativo), se puede analizar la evolución de redshift 
cosmológico al variar φ0 y Kc en la época de dominio de 
polvo sin constante cosmológica.  
En la Figura 3, se muestra dicha evolución con Kc = 0.5 y 
para distintos valores de φ0, mientras que en la Figura 4, se 
muestra la evolución con φ0 = π/3 y para distintos valores de 
Kc. Cuando t=0, se tiene un valor no finito. 
Se puede notar que, en etapas iniciales, a diferencia del 
universo vacío con constante cosmológica, el 
comportamiento del modelo anisótropo es similar al modelo 
FLRW que se señala con línea negra continua y lo mismo 
ocurre en etapas posteriores de su evolución, pero existen 
etapas en las cuales los modelos son diferentes. 
 
 
Figura 3. Evolución temporal del redshift cosmológico para la 
solución de dominio de polvo con Ka = 1, Ka = 0.5 y distintos 
valores para φ0. Para t=0, se tiene un valor no finito. 
 
 
 
Figura 4. Evolución temporal del redshift cosmológico para la 
solución de dominio de polvo con Ka = 1, φ0 = π/3 y distintos 
valores para Kc. Para t=0, se tiene un valor no finito. 
 
Es decir, el universo dominado por polvo inicialmente es 
isótropo pues el redshift cosmológico tiene igual valor que en 
el modelo FLRW, pero en alguna etapa de su evolución se 
vuelve ligeramente anisótropo para posteriormente volverse 
isótropo nuevamente. Así mismo, se determina la 
dependencia angular en el redshift cosmológico, lo que no 
ocurre en el modelo isótropo. 
 
3.3. Época Dominada Por Radiación 
 
Si se considera que el universo está dominado por radiación 
que cumple con la ecuación de estado p = ρ/3 y considerando 
que Λ = 0, como en (López et al., 2016), se puede verificar 
que una solución del tipo mostrado en la Ecuación (21): 
 
𝑎(𝑡) = 𝐾𝑎𝑡
1/2       𝑐(𝑡) = 𝐾𝑐𝑡
1/2                   (21) 
Redshift Cosmológico en un Modelo Bianchi I Axisimétrico: Análisis Cualitativo 
_________________________________________________________________________________________________________________________ 
 
 
Revista Politécnica – Enero 2017, Vol. 38, No. 2 
resuelve las ecuaciones de campo para esta etapa del universo 
de dominio de radiación. Adicionalmente, por la ley de 
continuidad, se cumple que la densidad de materia-energía 
evoluciona temporalmente como en la Ecuación (22): 
 
𝜌(𝑡) =
3
4𝜅
𝑡−2                                  (22) 
 
Considerando Ka = 1 para un análisis cualitativo, se puede 
analizar la evolución de redshift cosmológico al variar φ0 y 
Kc. En la Figura 5, se muestra dicha evolución con Kc = 0.5 
y para distintos valores de φ0, mientras que en la Figura 6, se 
muestra la evolución con φ0 = π/3 y para distintos valores de 
Kc. 
 
Se puede notar que, en este caso, cuando t=0, se tiene un 
valor no finito y se repiten las etapas de pérdida de isotropía 
y posterior isotropización, tal como se describió en la etapa 
de dominio de polvo. 
 
Es decir, las fuentes de campo gravitatorio de fluido ideal 
permiten que la evolución del redshift cosmológico sea la 
misma, tanto en un universo isótropo como en uno 
anisótropo, al menos en etapas iniciales, lo cual no ocurre en 
el universo vacío. Por otro lado, hay diferencias en su 
comportamiento, respecto al universo isótropo, en alguna 
etapa de su evolución. 
 
En los casos con fuentes de materia se puede pensar que la 
isotropía inicial del universo depende de la nulidad de la 
constante cosmológica, comparando con los resultados del 
universo vacío con constante cosmológica. 
 
Por otro lado, en el caso de dominio de radiación, la etapa de 
isotropización ocurre en un tiempo mayor comparado con la 
etapa de dominio de polvo, es decir, el redshift se isotropiza 
en un menor tiempo en un universo dominado por polvo que 
en uno dominado por radiación. 
 
En los casos de dominio de polvo y radiación se puede 
verificar que se repite el comportamiento temporal del 
redshift cosmológico, en referencia a su valor dependiente 
del plano φ0 en el caso anisótropo y además, su valor es, en 
alguna etapa de su evolución, mayor que en el universo 
FLRW si el universo es alargado en el plano XY (Ka>Kc) y 
es menor para el caso donde el universo es alargado con 
respecto al eje de simetría (Ka<Kc). 
 
Estos resultados cualitativos del comportamiento temporal 
del redshift cosmológico son importantes dado que tienen 
implicaciones en la medición de distancias cosmológicas, la 
cuales son funciones de este parámetro (Hogg, 1999). Una 
subestimación o una sobrestimación de su valor tiene 
consecuencias en el valor de la distancia calculada para 
objetos lejanos, así como para sus velocidades, especialmente 
en las etapas de no isotropía. En una próxima contribución se 
plantearán las implicaciones del modelo anisótropo en las 
distancias cosmológicas. 
 
 
Figura 5. Evolución temporal del redshift cosmológico para la 
solución de dominio de radiación con Ka = 1, Ka = 0.5 y distintos 
valores para φ0. Para t=0, se tiene un valor no finito. 
 
 
Figura 6. Evolución temporal del redshift cosmológico para la 
solución de dominio de radiación con Ka = 1, φ0 = π/3 y distintos 
valores para Kc. Para t=0, se tiene un valor no finito. 
 
 
4. CONCLUSIONES 
 
El redshift cosmológico en un universo Bianchi I 
axisimétrico se ha analizado cualitativamente. Para la 
determinación del redshift cosmológico se empleó una 
métrica en coordenadas esféricas reducible al caso FLRW 
isótropo con geometría espacial plana. Se consideró el caso 
axisimétrico con dos factores de escala. 
 
Se determinó que la evolución temporal del redshift 
cosmológico depende del ángulo φ0 de la superficie de la 
variedad, y dicha dependencia es simétrica con respecto al 
plano XY. 
 
Se determinó que en el proceso de evolución del redshift se 
presentan etapas de isotropización. En el caso del universo 
López, Ericson  ; Llerena, Mario  
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vacío con constante cosmológica, se estableció que en etapas 
iniciales los valores del redshift cosmológico difiere en los 
casos anisótropos e isótropos, pero en tiempos posteriores 
tienden a un valor cercano. 
 
En los casos de dominio de polvo y radiación se encontró el 
mismo comportamiento para tiempos posteriores en su 
evolución, pero en etapas iniciales se halló que el 
comportamiento entre un universo isótropo y uno anisótropo 
es el mismo. Es decir, hay una etapa de pérdida de isotropía y 
luego isotropización en el redshift en un universo Bianchi I 
axisimétrico dominado por polvo o radiación y con constante 
cosmológica nula. 
 
En cuanto a la constante cosmológica se puede concluir que, 
en el vacío, contribuye para que el universo sea anisótropo 
inicialmente, mas no ocurre lo mismo con el aporte del 
contenido de fluido ideal barotrópico (polvo y radiación). 
 
Finalmente, es importante mencionar que. como 
recomendación, es necesario hacer un análisis cuantitativo 
del redshift cosmológico pues esto permitiría determinar en 
que fase de la evolución del universo nos encontramos 
actualmente. Así mismo, es importante determinar si 
actualmente estamos en una etapa isótropa o anisótropa.  
 
El redshift cosmológico podría ser una magnitud física que 
permita evidenciar anisotropías. 
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